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Nas aulas passadas foi aprofundado o estudo de reatores em batelada e reatores de fluxo pistonado iso-
térmicos. Nessa aula será discutido o reator de mistura completa. A hipótese de mistura instantânea e
perfeita permanece uma aproximação razoável para um tanque com agitação e fluxo contínuo. Nessa aula
desenvolveremos as técnicas necessárias para analisar reações múltiplas e complexas em reatores completa-
mente misturados. Propriedades físicas podem ser variáveis. Também é tratada a prática industrial comum
de usar combinações de reatores, como um tanque agitado em série com um reator tubular, ambos podendo
ter reações.

1 Reator de Mistura Completa com Fluxo Contínuo (CSTR)
A sigla CSTR vem do a expressão em inglês Continuous-flow Stirred Tank Reactors, que numa tradução livre
significa reatores de tanque agitado de fluxo contínuo.

Os reatores de tanque agitado perfeitamente misturados não apresentam variações espaciais na composição,
ou seja, todas as propriedades físicas são isotrópicas e homogêneas dentro do reator ou na saída dele. Tudo
dentro do sistema é uniforme, exceto na própria entrada. As moléculas experimentam uma mudança abrupta
no ambiente imediatamente após a entrada. Um CSTR possui apenas dois ambientes: um na entrada e
outro no interior do reator e na saída. Esses ambientes são especificados por um conjunto de composições
e condições operacionais que possuem apenas dois valores: ain, bin, . . . , Pin, Tin ou aout, bout, . . . , Pout, Tout.
Quando o reator está em estado estacionário, as propriedades de entrada e saída são relacionadas por equações
algébricas. Os reatores de fluxo de pistão e reatores de fluxo real mostram uma mudança mais gradual da
entrada para a saída, e as propriedades de entrada e saída são relacionadas por equações diferenciais.

Os balanços materiais dos componentes para um CSTR ideal são o seguinte conjunto de equações algébri-
cas:

Qinain + RA (aout, bout, . . . , Pout, Tout)V = Qoutaout
Qinbin + RB (aout, bout, . . . , Pout, Tout)V = Qoutbout

...
...

...
(1)

Os termos da reação são avaliados nas condições de saída, uma vez que todo o inventário do reator está
nessas condições. O conjunto de balanços de componentes pode ser resumido como:

Qinain + νRV = Qoutaout (2)

sendo que ν é a matriz N × M de coeficientes estequiométricos e ain e aout são vetores coluna com as
concentrações dos componentes. R é um vetor de coluna M × 1 de taxas de reação.

Por enquanto, assumimos que todas as condições operacionais são conhecidas. Isso inclui especificamente
Pout e Tout, que correspondem às condições dentro do tanque. Considere que as concentrações de entrada ain,
bin, ..., vazão volumétrica Qin e volume de trabalho V são conhecidos.

As Equações 2 são um conjunto de N equações e N + 1 incógnitas, sendo que as incógnitas são as N
concentrações de saída aout, bout, ..., e a vazão volumétrica Qout. Se a densidade de massa do fluido for
constante, como é aproximadamente verdadeiro para sistemas líquidos, então Qout = Qin. Isso permite
que as Equações 2 sejam resolvidas para as composições de saída. Se Qout é desconhecida, os balanços dos
componentes devem ser complementados por uma equação de estado para o sistema.

Talvez surpreendentemente, as equações algébricas que governam o desempenho em estado estacionário
de um CSTR são geralmente mais difíceis de resolver do que os conjuntos de EDOs simultâneas de primeira
ordem encontradas nas últimas aulas para reatores de Batelada ou RFP. Começamos com um exemplo fácil,
mas importante.

1



EAMB7014: Fundamentos de Engenharia Ambiental Prof. Dr. Emílio G. F. Mercuri

Exemplo 1: Considere um CSTR de fase líquida com reações consecutivas de primeira ordem:

A kA→ B kB→ C kC−→ D (3)

Determine todas as concentrações de saída, assumindo densidade constante.
Solução: Quando a densidade é constante, Qout = Qin = Q e t̄ = V/Q. As Equações 1 se tornam:

ain − kAt̄aout = aout
bin + kAt̄aout − kB t̄bout = bout
cin + kB t̄bout − kC t̄cout = cout

din + kC t̄cout = cout

(4)

Essas equações podem ser resolvidas sequencialmente, o que resulta em:

aout = ain
1 + kAt̄

(5)

bout = bin(
1 + kB t̄

) + kAt̄ain(
1 + kAt̄

) (
1 + kB t̄

) (6)

cout = cin
a+ kC t̄

+ kB t̄bin(
1 + kB t̄

) (
1 + kC t̄

) + kAkB t̄
2ain(

1 + kAt̄
) (

1 + kB t̄
) (

1 + kC t̄
) (7)

dout =din + (ain − aout) + (bin − bout) + (cin − cout) (8)

Reações competitivas de primeira ordem e alguns outros casos simples podem ser resolvidos analitica-
mente, mas qualquer esquema cinético razoavelmente complexo exigirá uma solução numérica. Programas
de matemática, como Mathematica, Maxima, Maple, Mathcad, MatLab e Python, oferecem soluções quase
automáticas para conjuntos de equações algébricas.

Sugestão de leitura: Quem quiser entender o funcionamento interno de uma solução numérica das
equações do CSTR basta estudar o Apêndice A.4.2 do capítulo 4 do livro do Nauman. Nesse apêndice é
descrita uma versão multidimensional do método de Newton. Esse método converge rapidamente, desde que
suas suposições iniciais sobre as incógnitas sejam boas, mas o levará a nunca pousar quando suas suposições
iniciais forem ruins.

Um método mais robusto de resolver as equações de projeto para múltiplas reações em um CSTR é
apresentado na próxima seção.
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2 Método dos falsos transientes
O método de falsos transientes converte um problema de estado estacionário em um problema dependente do
tempo. As equações 1 governam o desempenho em estado estacionário de um CSTR. Como um reator atinge
o estado estacionário? Deve haver um transiente de inicialização que eventualmente evolua para o estado
estacionário, além disso, uma simulação desse estado transitório também evoluirá para o estado estacionário.
O estado transiente da simulação não precisa ser fisicamente exata, basta que o estado final seja. Qualquer tra-
jetória de inicialização matematicamente conveniente pode ser usada, mesmo que não duplique a inicialização
real. É nesse sentido que o transitório pode ser falso.

Suponha que no tempo t = 0 o reator é instantaneamente preenchido no volume V com um fluido de
concentrações iniciais a0, b0, ... . As concentrações iniciais são selecionadas frequentemente para serem iguais
às concentrações afluentes ain, bin, ..., mas outros valores podem ser usados. A simulação se inicia ao se
selecionar Qin igual ao seu valor de estado estacionário. Para casos de densidade constante, Qout é escolhido
para ser igual a Qin. O caso de densidade variável será tratado na próxima seção.

As EDOs que governam o CSTR transiente são obtidas adicionando termos nas Equações 1 para representar
a variação da massa dentro do reator. A simulação mantém o volume constante e tem-se:

V
d (aout)
dt

=Qinain + RA (aout, bout, . . . , Pout, Tout)V −Qoutaout (9)

V
d (bout)
dt

=Qinbin + RB (aout, bout, . . . , Pout, Tout)V −Qoutbout (10)

: : : : (11)

Esse conjunto de EDOs de primeira ordem é mais fácil de resolver do que as equações algébricas onde
todas as derivadas do tempo são zero. As condições iniciais são a(t) = aout = a0, b(t) = bout = b0 em t = 0.
A solução de longo prazo para esses EDOs atenderá às Equações 1, desde que exista uma solução em estado
estacionário e seja acessível a partir das condições iniciais assumidas. Pode não haver estado estacionário.
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Exemplo 2: Suponha as seguintes reações elementares concorrentes dentro de um CSTR (reator de mistura
completa de fluxo contínuo):

A + B k1−→ C

A k2−→ D
(12)

Considere que a densidade seja constante e use o método de falsos transitórios (ou transientes) para
determinar a composição da saída em estado estacionário. Além disso, considere que k1aint̄ = 4, k2t̄ = 1,
bin = 1.5ain, cin = 0.1ain e din = 0.1ain
Solução: Escreva uma versão da Equação 9 para cada componente. Divida as equações por Qin = Qout e
substitua as taxas de reação apropriadas para obter:

t̄
daout
dt

=ain − aout − k1t̄aoutbout − k2t̄aout (13)

t̄
dbout
dt

=bin − bout − k1t̄aoutbout (14)

t̄
dcout
dt

=cin − cout + k1t̄aoutbout (15)

t̄
ddout
dt

=din − dout + k2t̄aout (16)

Em seguida, use uma aproximação de diferença finita de primeira ordem para as derivadas de tempo, por
exemplo,

da

dt
≈ anew − aold

∆t (17)

Dividindo todas as equações por ain e reorganizando, obtém-se o seguinte sistema de equações que podem
ser resolvidas pelo método de Euler ou outro método de marcha no tempo (Família de Runge-Kutta):(

a

ain

)
new

=
(
a

ain

)
old

+
[
1−

(
1 + kII t̄

)( a

ain

)
old

− kIaint̄
(
a

ain

)
old

(
b

ain

)
old

]
∆τ (18)(

b

ain

)
new

=
(

b

ain

)
old

+
[(

bin
ain

)
−
(

b

ain

)
old

− kIaint̄
(
a

ain

)
old

(
b

ain

)
old

]
∆τ (19)(

c

ain

)
new

=
(

c

ain

)
old

+
[(

cin
ain

)
−
(

c

ain

)
old

+ kIaint̄

(
a

ain

)
old

(
b

ain

)
old

]
∆τ (20)(

d

ain

)
new

=
(
d

ain

)
old

+
[(

din
ain

)
−
(
d

ain

)
old

+ kII t̄

(
a

ain

)
old

]
∆τ (21)

sendo que τ = t/t̄ é o tempo adimensional. Escrevendo o sistema de maneira mais compacta:

a∗
new =a∗

old + [1− 2a∗
old − 4a∗

oldb
∗
old] ∆τ (22)

b∗
new =b∗

old + [1,5− b∗
old − 4a∗

oldb
∗
old] ∆τ (23)

c∗
new =c∗

old + [0,1− c∗
old + 4a∗

oldb
∗
old] ∆τ (24)

d∗
new =d∗

old + [0,1− d∗
old + a∗

old] ∆τ (25)

sendo que as concentrações foram normalizadas por ain e os valores numéricos do enunciado foram substituídos.
Condições iniciais: a∗

0 = 1, b∗
0 = 1,5, c∗

0 = 0,1, e d∗
0 = 0,1. Continuação da solução no Google Colab.

Figura 1: Solução numérica
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3 CSTR com densidade variável
A densidade pode ser variável ao longo do tempo em um CSTR (reator de mistura completa de fluxo contínuo),
não está se considerando variabilidade espacial interna no tanque do reator, apenas variabilidade temporal.

As equações de projeto para um CSTR não exigem que a mistura tenha propriedades físicas constantes
ou que condições operacionais como temperatura e pressão sejam as mesmas para os ambientes de entrada e
saída. É necessário, no entanto, que essas variáveis sejam conhecidas.

Consideraremos o caso em que Pout e Tout são conhecidos. Densidade e Qout não serão conhecidos se
dependerem da composição. Um balanço de massa em estado estacionário fornece:

ρinQin = ρoutQout (26)

É necessária uma equação de estado para determinar a densidade de massa na saída do reator, ρout. Dessa
forma Qout pode ser calculada.

3.1 CSTR de fase líquida
Não há diferença essencial entre o tratamento da fase líquida e gasosa, exceto na equação de estado. As
mudanças de densidade nos sistemas líquidos tendem a ser pequenas, e a densidade é geralmente assumida
como sendo uma função linear da concentração. Estudaremos nessa aula apenas reatores monofásicos.

Exemplo 3: Suponha que um monômero puro polimerize em um CSTR com cinética de pseudo-primeira
ordem. O monômero e o polímero têm densidades diferentes. Assuma uma relação linear com base na
concentração de monômero. Em seguida, determine a concentração de saída do monômero, assumindo que a
reação seja de primeira ordem.
Solução: A reação é:

M −→ P R = km (27)
A equação de projeto do reator para o monômero é:

0 = minQin − V kmout −moutQout (28)

sendo que as incógnitas são mout e Qout.
É necessária uma relação entre densidade e composição. Pode-se escrever uma relação linear entre a

densidade do monômero e do polímero:

ρ = ρpolímero −∆ρ
(
m

min

)
(29)

sendo ∆ρ = ρpolímero − ρmonômero. O procedimento a partir deste ponto é simples, entretanto algebricamente
trabalhoso. Faça m = mout na Equação 29 para obter ρout. Substitua esse valor na Equação 26 para obter
Qout. Depois substitua Qout na Eq. 28 de forma que mout seja a única incógnita. Depois de resolver uma
equação do 2o grau, a solução para mout/min, obtém-se:

mout

min
= 1−

√
1− 4(1− κ)Y0 (1− Y0)
2(1− κ) (1− Y0) (30)

sendo que:
κ = ρmonômero

ρpolímero
e Y0 = Qin

Qin + kV
� (31)

Exercício extra-classe: Fazer a dedução para chegar na Equação 30.
Para obtermos um resultado numérico, faça Y0 = 0,5 e κ = 0,9. A Equação 30 fornece mout

min
= 0,513,

ou seja, se a concentração de entrada for 1 [massa/volume], a concentração de saída do monômero é 0,513
[massa/volume].

Pode-se obter o tempo de residência médio t̄ do reator fazendo:

t̄ = ρ̂V

ρoutQout
= V

Qout
(32)

A primeira das relações na Equação 32 é válida para qualquer sistema de fluxo. A segunda relação se
aplica especificamente a um CSTR, pois ρ̂ = ρout, mas não é verdade para um reator de fluxo de pistão.
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3.2 Esquema computacional para CSTRs de densidade variável
O Exemplo 3 representa o caso mais simples possível de um CSTR de densidade variável. A reação é isotérmica,
de primeira ordem, irreversível e a densidade é uma função linear da concentração do reagente. Esse sistema
mais simples é o mais complicado para o qual é possível uma solução analítica. Problemas realistas de densidade
variável, seja em sistemas de líquidos ou de gases, exigem soluções numéricas. Essas soluções numéricas usam o
método de falsos transitórios e envolvem conjuntos de EDOs de primeira ordem com várias funções auxiliares.
Um EDO para temperatura será estudada mais adiante nessa disciplina.

O método de falsos transientes começa por definir o fluxo de entrada definido pelos valores de Qin, Tin,
ρin, ain, bin, . . . e as condições iniciais do reator a0, b0, . . . e T0.

1. Escolha as condições iniciais a0, b0, . . ., T0. Use uma equação de estado para calcular ρ0 e ρin. Calcule
Q0 = ρinQin/ρ0 e V ρ0.

2. Escolha um passo de tempo, ∆t.

3. Defina valores iniciais para aout, bout, . . ., Tout e Qout.

4. Dê um passo, calculando novos valores para aout, bout, . . . e Tout no novo tempo t+ ∆t. As equações de
marcha adiante no tempo tem o formato:

(aout)new = (aout)old + [Qinain + RA (aout, bout, . . . , Pout, Tout)V −Qoutaout] ∆t/V (33)

5. Use a equação de estado para calcular ρout.

6. Calcule a vazão na saída do reator Qout = ρinQin/ρout.

7. Verifique se (aout)new ∼= (aout)old. Se não, volte à etapa 4.

8. Dividir ∆t por 2 e volte ao passo 2. Repita até que os resultados convirjam usando 4 ou 5 algarismos
significativos.

9. Calcule o valor de estado estacionário para o volume do reator usando V ρ0/ρout. Se esse valor for
significativamente diferente do volume de trabalho desejado no reator, volte para a Etapa 1, mas agora
inicie a simulação com o tanque nas concentrações e temperatura que acabaram de ser calculadas.

À medida que o estado estacionário é aproximado, a quantidade entre colchetes na Equação 33 vai se
aproximando de zero. Isso permite obter uma solução precisa no final da simulação, mesmo que o tamanho do
passo de tempo seja grande. A convergência é alcançada com facilidade, e a etapa 8 é incluída principalmente
como uma questão de boas práticas de computação. A etapa 9 é necessária se houver uma alteração significativa
da densidade na reação e se as concentrações iniciais estiverem longe dos valores no estado estacionário. O
algoritmo computacional mantém massa constante no reator, e não volume constante.

Exemplo 4: Resolva o Exemplo 3 usando o método de Euler e algoritmo descrito acima.
Solução: Em um problema real, os valores individuais para k, V e Qin devem ser conhecidos. Os valores
dessas constantes são combinadas no grupo adimensional kV/Qin. Esse grupo determina a performance de
uma reator de densidade constante e é um dos dois parâmetros necessários para o caso de densidade variável,
veja que Y0 depende exclusivamente de kV/Qin. O outro parâmetro necessário é a razão das densidades
r = ρmonômero/ρpolímero. Fazendo kV/Qin = 1 resulta em Y0 = 0,5. Solução no Google Colab.

6



EAMB7014: Fundamentos de Engenharia Ambiental Prof. Dr. Emílio G. F. Mercuri

3.3 CSTRs de fase gasosa
CSTRs estritamente em fase gasosa são raros. CSTRs bifásicos, líquido-gás são comuns e são tratados no
Capítulo 11 do livro do Nauman. CSTRs bifásicos, sólidos e gasosos são bastante comuns. Quando o sólido é
um catalisador, o uso de cinética pseudo-homogênea permite que esses sistemas de duas fases sejam tratados
como se apenas a fase fluida estivesse presente. Todas as medições de concentração são feitas na fase gasosa
e a expressão da taxa é ajustada às concentrações da fase gasosa. Esta seção descreve o método para ajustar
cinética pseudo-homogênea para um CSTR.

Um reator de ciclo de reciclagem é frequentemente usado para estudos de laboratório com reagentes em
fase gasosa e um catalisador sólido e heterogêneo. Veja a Figura 2.

Figura 2: Reator em um ciclo de reciclagem

Suponha que o reator seja um pequeno leito de catalisador compactado através do qual o gás circula com
um fluxo volumétrico elevado. A alta vazão fornece boa transferência de calor e elimina a resistência da fase
gasosa à transferência de massa. O rendimento da transferência de massa (gás −⇀↽− sólido) é relativamente
pequeno e a maior parte do gás que sai do leito catalisador do reator é reciclada. A conversão “por passada” é
baixa, mas a conversão geral é alta o suficiente para que uma análise química possa ser razoavelmente precisa.
Os ciclos de reciclagem se comportam como CSTRs quando a taxa de reciclagem é alta.

Um Exemplo de aplicação bastante atual na Engenharia Ambiental é o desenvolvimento de sistemas
(reatores) de captura de CO2 de gases pós-combustão por mineralização.

Uma maneira de conduzir a carbonatação mineral consiste na reação de CO2 gasoso com uma fase sólida
contendo óxido metálico. Na carbonatação a seco (carbonatação gás-sólido), ocorre reação direta de CO2
gasoso com minerais sólidos ou resíduos alcalinos. Os mecanismos de reação dependem da composição do
resíduo.

A carbonatação do óxido metálico mais utilizado no processo, o óxido de cálcio (CaO), baseia-se na reação
de CaO com CO2 para produzir uma camada porosa de carbonato de cálcio ao redor da partícula de CaO:

CO2 + CaO↔ CaCO3 (34)
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Exercício extra-classe
Exercício resolvido: Fazer a dedução para chegar na Equação 30.

O procedimento a partir deste ponto é simples, entretanto algebricamente trabalhoso. Faça m = mout na
Equação 29 para obter ρout.

ρout = ρpolímero −∆ρ
(
mout

min

)
(35)

Substitua esse valor na Equação 26 para obter Qout:

Qout = ρinQin
ρout

= ρinQin

ρpolímero −∆ρ
(
mout
min

) (36)

Isolando mout na Equação 28:
mout = minQin

V k +Qout
(37)

Dividindo por min:
mout

min
= Qin
V k +Qout

(38)

Agora substitua a Eq. 36 na Eq. 38 de forma que mout seja a única incógnita.

mout

min
= Qin

V k + ρinQin

ρpolímero−∆ρ
(

mout
min

) = Qin
V k
[
ρpolímero−∆ρ

(
mout
min

)]
+min

ρpolímero−∆ρ
(

mout
min

) (39)

(
mout

min

)(
V k

[
ρpolímero −∆ρ

(
mout

min

)]
+min

)
= Qin

[
ρpolímero −∆ρ

(
mout

min

)]
(40)

(
mout

min

)(
V kρpolímero − V k∆ρ

(
mout

min

)
+ ρinQin

)
= Qinρpolímero −Qin∆ρ

(
mout

min

)
(41)

(
mout

min

)
V kρpolímero − V k∆ρ

(
mout

min

)2
+ ρinQin

(
mout

min

)
= Qinρpolímero −Qin∆ρ

(
mout

min

)
(42)

−
(
mout

min

)
V kρpolímero + V k∆ρ

(
mout

min

)2
− ρinQin

(
mout

min

)
= −Qinρpolímero +Qin∆ρ

(
mout

min

)
(43)

V k∆ρ
(
mout

min

)2
−
(
mout

min

)
V kρpolímero − ρinQin

(
mout

min

)
−Qin∆ρ

(
mout

min

)
= −Qinρpolímero (44)

V k∆ρ
(
mout

min

)2
−
(
mout

min

)
(V kρpolímero + ρinQin +Qin∆ρ) +Qinρpolímero = 0 (45)

Mas ∆ρ = (ρpolímero − ρmonômero):

V k (ρpolímero − ρmonômero)
(
mout

min

)2
−
(
mout

min

)
(V kρpolímero + ρinQin +Qin (ρpolímero − ρmonômero))+Qinρpolímero = 0

(46)

(
mout

min

)2
−
(
mout

min

)
(V kρpolímero + ρinQin +Qin (ρpolímero − ρmonômero))

V k (ρpolímero − ρmonômero) + Qinρpolímero

V k (ρpolímero − ρmonômero) = 0

(47)
Chamando

(
mout
min

)
de x temos uma equação do 2o grau do tipo ax2 + bx+ c = 0.

Definindo κ para simplificar a notação:
κ = ρmonômero

ρpolímero
(48)
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Temos que a = 1. Agora simplificando −b:

− b = (V kρpolímero +Qin (ρin + ρpolímero − ρmonômero))
V k (ρpolímero − ρmonômero) (49)

Multiplicando e dividindo o denominador por ρpolímero

− b = (V k +Qin (ρin/ρpolímero + 1− κ))
V k (1− κ) (50)

Como na entrada temos apenas o monômero puro ρin = ρmonômero, portanto:

− b = (V k +Qin (κ+ 1− κ))
V k (1− κ) = (V k +Qin)

V k (1− κ) = (1 +Qin/(V k))
(1− κ) (51)

O termo c é simplificado dividindo e multiplicando o denominador por ρpolímero:

c = Qinρpolímero

V k (ρpolímero − ρmonômero) = Qin
V k (1− κ) (52)

Fazendo d = Qin

V k temos:

x2 − (1 + d)
(1− κ)x+ d

(1− κ) = 0 (53)

(1− κ)x2 − (1 + d)x+ d = 0 (54)

(1− κ)
(1 + d)x

2 − x+ d

(1 + d) = 0 (55)

Aplicando a fórmula e Báskara:

x =
1±

√
1− 4 (1−κ)

(1+d)
d

(1+d)

2 (1−κ)
(1+d)

(56)

Fazendo:
Y0 = d

1 + d
=

Qin

V k

1 + Qin

V k

=
Qin

V k
V k+Qin

V k

= Qin
V k +Qin

(57)

Tem-se que:
mout

min
= 1±

√
1− 4(1− κ)Y0 (1− Y0)
2(1− κ) (1− Y0) (58)

O sinal negativo é o correto pois fornece um valor físicamente viável para o problema.
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