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No estudo de reagoes e reatores para aplicacoes em Engenharia Ambiental eventualmente nos deparamos com
Equacdes Diferenciais Ordindrias (EDOs). O Objetivo dessa aula é apresentar técnicas de resolu¢do de EDOs
e aplicd-las no estudo de reatores ideais que podem ter reagoes quimicas e/ou bioldgicas ocorrendo no sistema.

No final deste documento ha uma lista de bibliografias para o estudo de reatores e uma lista de livros
para o estudo de equagoes diferenciais ordindrias. Encorajo os(as) discentes a consultar estes documentos, sao
materiais complementares recomendados para a disciplina EAMB7014.

1 Equacgoes Diferenciais de 1* Ordem

No estudo a seguir iremos usar a letra C' como a incégnita de Equagoes Diferenciais Ordindrias (EDOs). Essa
variavel, C, pode representar uma infinidade de grandezas fisicas quando se estuda equagoes diferenciais de 1*
ordem. Entretanto, para dar um pouco de contextualizagdao nos problemas de reagoes e reatores de Engenharia
Ambiental, considere que C representa a concentracdo de uma substancia quimica ou concentracao de uma
espécie ou comunidade biolégica.

A concentragao C' = C(t) pode variar ao longo do tempo ¢ (varidvel independente do problema) de acordo
com a equagao diferencial ordinaria linear:

C'+p(t)C = q(t) (1)

dc
sendo C/ = T Além disso, assuma que as fungdes p(t) e ¢(t) sdo continuas no intervalo de tempo t de

interesse.

1.1 Caso Homogéneo

Vamos resolver primeiro o caso homogéneo ¢(t) = 0, depois gereralizaremos para o caso ndo homogéneo.

C'+pt)C =0 (2)
ac'
- —p(t)C (3)
Integrando:

ac
— = /p(t)dt +D (4)

C

sendo D uma constante de integracao.

In|C] = — /p(t)dt +D (5)
C| = o~ Jpdt+D _ D~ [pt)dt _ g~ [p(t)dt (6)

Retirando o médulo, fazemos C' = +Be™ Jpwae e A=+B.

C = Ae™ fp(t)dt | (7)
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1.2 Caso ndao Homogéneo C' + p(t)C = ¢(t)
Existem dois métodos que sdo amplamente conhecidos para a resolugao dessa equagao:

1. Método do Fator Integrante

2. Método da Variacio de Parametros'

Iremos abordar nessa aula apenas o Método do Fator Integrante. Para mais informagoes a respeito dos
métodos recomendo a referéncia: Greenberg, Michael D. Advanced engineering mathematics. Prentice-Hall,
1988.

Método do Fator Integrante

Para resolver a Equagdo 1 multiplicamos toda a equacao pela fun¢do o(t), conhecida como fator integrante.
oC' +opC =o0q (8)
A ideia por tras do método é procurar o(t) de forma que o lado esquerdo de 8 seja igual a derivada:

oC' +opC = %(0’0). (9)

Como o lado esquerdo da Equacao 8 é igual ao lado esquerdo da Equacao 9, pode-se igualar o lado direito
de 8 com o lado direito de 9. Assim, igualando os lados direitos tem-se

200y =0 (10)

e essa equacao pode ser ser resolvida por integragdo. Essa técnica é creditada a Leonhard Euler (1707-1783).
As fungdes p(t) e q(t) podem ser quaisquer fungoes do tempo no caso geral, apesar de em alguns exemplos
a seguir elas serem constantes.

Certo! Mas como encontrar o(t)?

Para encontrar o(t) abriremos o lado direito da equagao 9:

oC'"+opC =0C' +0'C (11)
o€ +opC =o€ +0'C (12)

Simplificando:
o'(t) = p(t)o(t) (13)

A Equacdo 13 tem o mesmo formato da Equacgdo 2. Como ¢ é uma fungdo arbitraria, podemos fazer
A =1, sem perda de generalidade e obter:

o = of P (14)
Substituindo 14 em 10:
d
= (el r0me) = e rotg (15)
Integrando ambos os lados:
eJ Pt _ /efp(t)dtq(t) dt + E (16)

sendo E uma constante de integragao.

Agora, multiplicando ambos os lados da Equagdo 16 por e~ I (t)dt, pode-se obter a solugao geral:

C = Jr)a ( / e PO ) ap 4 E) [ (17)

10 método de variacdo dos parametros foi criado pelo matemético suico Leonhard Euler (1707-1783) e completado
pelo matematico italo-francés Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).
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1.3 Exemplo

Resolver:

3y +9y =3z (18)

Solugao:

Primeiro é preciso reconhecer que a Equagdo 18 nédo estd no formato da Equagdo 1: C’ + p(t)C = q(t),
trocando as letras: y' + p(z)y = g(x),. O coeficiente que multiplica a derivada na equacao deve ser igual a
unidade. Vamos transformar a equacao para o formato correto:

Y +3y==x (19)

Identifica-se que: p(z) = 3 e ¢(z) = x.
Portanto, o fator integrante é:

o(z) = ef Pz _ o[ 3de _ 30 (20)

A solucao geral do método do fator integrante é:

y = ¢~ [ P@a ( / eJ P@ g0y g 4 C) (21)

y— e ( [eredos c) (22)

Para resolver a integral iremos usar o método de integragao por partes. Para quem nao lembra o método
de integracdo por partes, segue uma dica de como memorizar a férmula: pense da derivada do produto:

Portanto:

(w) =u'v+v'u

/(uv)’ = /u’v+/v’u
/u'v:(uv) f/fu'u

Agora vamos resolver somente a integral:
/ 3 x dx (23)

Integre:

Reorganize e pronto:

Escolhendo: ' = 3% e v = 2. Portanto: u = 3% e v/ = 1.
3

Aplicando:
. 1. 11 . 1
/edxxd:c: g(33‘"’”7/176‘39”d:1c: Tego _ZZgse — (L _ 2 e (24)
3 3 3 33 3 9
_esa (TN e ol 2 ae m 25
sy = | (S -5) a0 =S - (25)

A constante de integragao C' pode ser encontrada com alguma condicao inicial ou de contorno do problema.
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2 Reatores
Estudaremos 3 tipos de reatores ideais.

1. Reator de batelada
2. Reator de fluxo de pistao

3. Reator de mistura completa

Nas tltimas aulas deduzimos, a partir do Teorema de Transporte de Reynolds (TTR), uma equacio geral
para o balanco de massa. Partimos de uma abordagem integral no volume de controle usando o TTR e
passamos para uma abordagem diferencial, apds diversas simplificagoes, chegando na equagao:

dm _ . . .
it = Mg — Me + My
O lado esquerdo da equacdo mostra a taxa de variagdo a massa do sistema (ou volume de controle) ao longo
do tempo: dd—’?. Do lado direito tem-se o fluxo de massa afluente ao reator m,, o fluxo de massa efluente ao

reator 1, € o termo que representa a taxa das reagoes quimicas ou bioldgicas 7, para produgao ou destruicao
de massa dentro do reator.

O termo reator é um termo genérico para andlise de uma confluéncia de fluxos que pode ou néo ter reagoes
de produgdo ou destrui¢do de massa. Portanto, o termo reator (no contexto desta disciplina) ndo deve se
restringir apenas a um “tanque”, mas a qualquer sistema no ambiente em que possamos modelar de acordo
com o balango de massa descrito acima.
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2.1 Lancamento de cargas instantaneas e conservativas

Nessa subsecao estudaremos reatores em que ocorre o langamento instantdneo de cargas conservativas, ou seja,
nao sofrem reac¢des quimicas ou bioldgicas.

Além disso, em alguns casos serd adotada a hipotese simplificadora de reator completamente misturado.
Para entender essa hipétese utilizaremos por analogia o conceito de solugdes quimicas, que sdo misturas ou
dispersoes homogéneas. O soluto é adicionado ao fluido solvente no tempo ¢, e imediatamente ha uma mistura
homogénea (completa) no reator.

2.1.1 Reator de batelada

O reator em batelada (ou estdtico) ndo possui nenhum fluxo de entrada nem de saida, conforme indica a
Figura abaixo. Considera-se que o reator tem volume V e é completamente misturado. Repare na simbologia
de uma pa misturadora, usada para indicar a homogeneidade dentro do reator e a condi¢do de completamente
misturado.

Figura 1: Reator de batelada

Considere que inicialmente o reator tem somente um fluido (ou solvente) e nesse fluido a concentragao C
de um marcador (ou soluto) é nula. No tempo ¢ty = 0 é realizada a adigdo instantdnea de um soluto que tem
comportamento conservativo. O marcador de massa m é adicionado ao volume V', sendo V' o volume do fluido
e do marcador, e portanto, em t; o reator tem concentragdo do marcador Co = m/V. A Figura 2 mostra a
evolugdo da concentragdo normalizada C'/Cy nesse exemplo introdutério:

C/Cy

to t
Figura 2: Variacdo da concentracdo ao longo do tempo para um reator de batelada com marcador instantaneo e conservativo

A funcao do grafico da Figura 2 é conhecida como Fungéo Heaviside (ou fungdo degrau).
Trata-se de um reator ideal muito simples onde:

e t<0—-C=0
e t>0—>C=0Cy

Como nao hé fluxos de entrada (afluentes) ou de saida (efluentes) tem-se que 1, = 1, = 0. A equacao
do balango de massa fica:

dm ) . .
E:%_%—i_%
dm
a =
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2.1.2 Reator de fluxo de pistao

Um reator de fluxo de pistao (ou tubular), também chamado de reator de fluxo pistonado, é um reator ideal
no qual se usa a analogia de um pistao se movimentando dentro de um cilindro. O pistdao é uma simbologia
para representar alguma substancia se movimentando dentro do cilindro preenchido por um fluido. Trata-se de
uma grande aproximacao e s6 tem validade quando os efeitos de difusdo sdo muitos pequenos em comparagao
com os efeitos da advecgao no fluido.

Considere um tubo bem longo, como uma mangueira de jardim, conforme ilustrado na Figura 3.

Q—, v '—a

Figura 3: Reator de fluxo de pistao

Iremos adotar as seguintes hipdteses simplificadoras:

1. Nao ha mistura na dire¢ao longitudinal do tubo.

2. Ha mistura completa na secao transversal do tubo

3. A vazao de entrada é igual a vazao de saida, ), além de ser constante ao longo do tempo.

Se um marcador conservativo for introduzido instantaneamente em ¢ = 0 na extremidade afluente, a leitura
na extremidade efluente serd:

C/Co

Funcao Delta de Dirac

|
~

0

Figura 4: Variag¢do da concentracdo ao longo do tempo para um reator de fluxo pistonado com marcador instantaneo e
conservativo

A Figura 4 ilustra uma funcdo Delta de Dirac, que tem como propriedade ser nula em todo o dominio e
valer infinito no ponto ¢ = t. O tempo ¢ é conhecido como tempo de detengdao (ou retengéo) do reator.

= (26)

Q<
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2.1.3 Reator de Mistura Completa (RMC)

Considere um reator que possui um fluxo de entrada e outro de saida, inicialmente com a mesma vazao @,
conforme ilustrado na Figura 5. Além disso, hd mistura perfeita (homogénea) e instantdnea apés a adigao de
um marcador instantaneo e conservativo em ¢t = 0. A hipdtese simplificadora de que a mistura é perfeita é o
mesmo que considerar que nao ha gradientes de concentracao dentro do reator.

Q

Ll

Q,C()

Figura 5: Reator de mistura completa
A Figura 6 ilustra a variacdo da concentracao ao longo do tempo para esse reator.

C/Co

Figura 6: Variagdo da concentracdo ao longo do tempo para um reator de mistura completa com marcador instantaneo e
conservativo. Apds o tempo de retengdo a concentragio ird cair a zero de forma assintética no tempo.

Considere o balan¢o de massa para o marcador instantaneo e conservativo no RMC:

dm
—— = g — Me + 107 (27)
dt
O termo 1, foi cancelado pois o lancamento do marcador é instantaneo, ou seja, ndo ha fluxo afluente do
marcador. O termo 70, é zero pois ndo existem reagdes quimicas nem bioldgicas.
Se o marcado tem massa A, a concentragao inicial C(t = 0) do marcador no reator é:

A
Ct=0)=Cy=— (28)
\%
O fluxo de massa efluente . pode ser escrito como CQ. Repare que C' = C(t) é a concentrac¢ao interna
no reator, que varia ao longo do tempo. O balango de massa é:

dA A
dt =-0Q = _VQ (29)

Chega-se a uma equacao separavel que ja vimos como resolver nas ultimas aulas:

dA Q

L __ X4

dt 14 (30)
A solugdo é: B

A= Age (31)

Dividindo a Equacao 35 pelo volume V| obtém-se:

c e
Co ¢ (82)

Quando t = t:
C

FQ:

No tempo de retencao 36,8% do marcador ainda estd no reator.

e ! =0,368 (33)
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2.1.4 RMC em série

Considere agora uma série de n reatores completamente misturados, cada reator com volume Vj, conforme
ilustra a Figura 7. Essa série de reatores pode ser relacionada com um sistema de uma Estacao de Tratamento
de Agua (ETA) na qual existem reatores para diversas operagoes unitarias. A adi¢do de sulfato de aluminio
(coagulante) é um exemplo de um soluto ou marcador instantdneo, porém ele ndo é conservativo. Nesse
exemplo introdutério consideraremos um marcador conservativo e instantaneo que é lancado no Reator 1 em
t = 0. O volume do sistema é V =n x Vj

Q Q,C1(t) Q, Ca(t) Q, Cn(t)

N -
‘
l

Vo Vo Vo : Vo

o o o N o
Q,C1(t) Q, Ca(t) Q, Cn(t)
Reator 1 Reator 2 Reator 3 Reator n

Figura 7: Reatores de mistura completa em série

A vazdo de entrada e saida de cada reator é constante e igual a ). Entretanto, C;(t), Ca(t), C5(¢), ...
C,(t) sdo as concentragoes do marcador em cada reator, que variam ao longo do tempo.

Balango de massa para o 1° Reator

Considerando que um marcador (instantineo e conservativo) de massa Ay é adicionado no Reator 1 em ¢t = 0.
Representaremos por A;(t), Aa(t), As(t), ... A,(t) as massas desse marcador nos reatores 1, 2, 3, ..., n,
respectivamente.

O balanco de massa para o 1° Reator é:

dA, Q
dt Vo ! (34)
A solugao é:
Q
Al = A0€_V70t (35)

Balango de massa para o 2° Reator
Considere o balango de massa para o marcador no segundo RMC:

dm . . .
E:ma—me—i—% (36)
No 2° reator hd um fluxo afluente continuo (nao instantdneo) do marcador, dado por m, = C,Q, = %Q:

dAs  Q Q
2 ZA - A
a Vol vt 37)

Ay _Q, 8. Q

at v

Fazendo \ = V% =1, 1 (tanto @ quando Vj sdo constantes), para simplificar:

—A
A2 (38)

dAs

= Moe M — MA, (39)
A
% + Ady = AAge ™M (40)

Lembrando a solugdo geral do Método do Fator Integrante:
Ay = eifp(t)dt (/ ef p(t)dtq(t) dt + E)
Identifica-se que: p(t) = X e q(t) = AAge~*. Substituindo:

Ay = e It ( / eJ Mty Age N dp 4 E) (41)
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Simplificando:
Ay = e M (/ eMAAge M dt + E> (42)

Ay = e N < / ANAg e dt + E) (43)

Ay =e M <)\A0 / dt + E) =e M (\Aot + E) (44)

Ay = )\Aote_/\t + Ee M (45)

Condigao inicial: em t =0 — Ay = 0:

0=2AAp(0)e ) L B0 EF=0 (46)
Ay = Note M (47)
Usando o conceito de tempo de retengao to = %
Ao(t) = L apte (48)
Vo
Ou
A2 t _t
- =7¢€¢’ 49
A " (49)

Para o 3° reator:
Agora, fazendo o balanco de massa do reator 3 e usando o resultado do reator 2 como dado de entrada
para o reator 3 pode-se chegar na seguinte solucao:

A3 t 2 et
A (J 2 (50

Repare que 2! = 2, o que pode parecer estranho, porque o fatorial? Ao fazer o balango de massa para

S

I . A«

o reator 4, vocé poderd perceber que o denominador de e o é 6 = 3!. Ou seja, para entender o porqué do
fatorial na expressdo acima é preciso fazer a deducdo do balanco de massa para mais alguns reatores, reator
4,5, 6.., e por indugdo concluir que o fatorial aparece naturalmente.

Para o i° reator:
Para o i-ésimo reator o balanco de massa fornece:

A; T e
Ai _ (L B (51)
AO to (Z - 1)'
Mudando da fragao de massas para fracao de concentragoes:
Ci t ! 67%
— = = | 52
a=(z) o (52
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Exercicios Propostos

1) Deduzir a equacao para o balango de massa no reator 3 do exemplo de RMC em série:

Resposta:
A3 . t 2 6_%
Ay \to 2

2) Deduzir a equagdo para o balanco de massa no reator 4 do exemplo de RMC em série:
Resposta:

t

Ag_ () ew
Ao_ t_o 6

10
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