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No estudo de reacoes e reatores para aplicacbes em Engenharia Ambiental eventualmente nos deparamos com
Equacoes Diferenciais Ordindrias (EDOs). O Objetivo dessa aula é apresentar técnicas de resolu¢ao de EDOs
e aplicd-las no estudo de reatores ideais que podem ter reagdes quimicas e/ou biolégicas ocorrendo no sistema.

No final deste documento ha uma lista de bibliografias para o estudo de reatores e uma lista de livros
para o estudo de equagoes diferenciais ordindrias. Encorajo os(as) discentes a consultar estes documentos, sao
materiais complementares recomendados para a disciplina EAMB7014.

1 Reatores
Estamos estudando 3 tipos de reatores ideais.

1. Reator de batelada
2. Reator de fluxo de pistao

3. Reator de mistura completa

Na ultima aula deduzimos o Método do Fator Integrante para resolucdo de EDOs.

Pontos importantes

A concentragao C' = C(t) de uma substancia no reator pode variar ao longo do tempo ¢ (varidvel independente
do problema) de acordo com a equagdo diferencial ordinéria linear:

C'+p(t)C = q(t)
Solucdo geral do Método do Fator Integrante:

Ot) = e~ J P01t (/ e POt ) ap 4 E)

A equagao geral para o balango de massa na abordagem diferencial é:

dm . . .
o Mg — Me + My
O lado esquerdo da equagao mostra a taxa de variacdo a massa do sistema (ou volume de controle) ao longo
do tempo: %. Do lado direito tem-se o fluxo de massa afluente ao reator 7i7,, o fluxo de massa efluente ao

reator 1. € 0 termo que representa a taxa das reacoes quimicas ou biolégicas i, para producao ou destruicao
de massa dentro do reator.
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1.1 Lancamento de cargas continuas e nao conservativas

Nessa subsecao estudaremos reatores em que ocorre o langamento de cargas nao conservativas, ou seja, quando
ocorrem reacoes quimicas ou biolégicas. Além disso, em alguns casos serd adotada a hipdtese simplificadora
de reator completamente misturado.

1.1.1 Reator de batelada

O reator em batelada (ou estatico) ndo possui nenhum fluxo de entrada nem de saida, conforme indica a
Figura abaixo. Considera-se que o reator tem volume V' e é completamente misturado.

m
(J

J

Figura 1: Reator de batelada

No inicio o reator tem um fluido e nesse fluido a concentragido C' de uma certa substancia (marcador) é nula.
No tempo % é realizada a adigdo instantdnea de uma substancia que tem comportamento nao conservativo,
ou seja pode sofrer reagdes quimicas com o fluido presente no reator. O marcador de massa m é adicionado
ao volume V', sendo V' o volume do fluido e do marcador, e portanto, em tyg o reator tem concentragdo do
marcador Cy = m/V.

O balango de massa é:
dm

T g — g + iy (1)
Como o reator estatico ndo tem fluxos afluentes e efluentes tem-se que:
dm
2 = 2
i, )

e tem-se os mesmos casos ja estudados quando trabalhamos com reagées puras.

A concentragdo C' = m/V agora pode variar no tempo e o balanco de massa pode ser reescrito em termos
de concentracao.

Se o volume V é constante, a derivada de m = CV é:

dm _ dC
dt — dt

Substituindo a Equacao [3] na Equacio 2} Se o volume V' é constante, a derivada de m = CV é:

—V =rV 4
7 (4)
sendo que r é a taxa da reacdo, que varia de acordo com a ordem da reacao: r = +kC™.
Como ja foi visto anteriormente no estudo de reagdes, para uma concentragdo do tipo massa por volume

[2%], tem-se que:

ac

— =+kC™ )

i ()
sendo que: k é a constante da reagao e m é a ordem da reagdo. As solugoes da Equagdo [f] para os casos de
reagoes de ordem zero, 1, 2 e ndo inteira sdo idénticas ao que foi estudado na Aula 3 da disciplina.
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Exemplo 1: Reator de Batelada com reacao de 1* ordem

Considere um reator para remocao da coloragao no tratamento de dguas residudrias. O sistema de adsorcao de
cor em batelada opera com uma reacdo de primeira ordem sendo k = 0,35 dia~—!. Qual o tempo para remocao
de 90% da cor do efluente?

Solugao:
Considere C a cor do efluente, que é uma medida da concentragao de pigmentos. Como tem-se um processo
de remocao, a constante k deve ser negativa, além disso, para a ordem da reagao m = 1:

ac
— =—kC!
dt
Cuja solugéo é:
C = Cpe™ ™
Portanto, qual ¢t para que C' = 0,1Cy?
C C
C=Che = 60 =e M 1nc— = —kt
1 1 1 1
L m 21 In0,1 =6,6dias W

Co 035 Co 035
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1.1.2 Reator de fluxo de pistao

Um reator de fluxo de pistao (ou tubular), também chamado de reator de fluxo pistonado, é um reator ideal
no qual se usa a simplificagdo de que o fluido é completamente misturado nas direc¢oes radial e angular. Além
disso, considera-se que a velocidade do fluido é funcdo apenas da posicdo axial no tubo.

O modelo de reator tipo fluxo de pistdo é usado para aproximar o escoamento em tubos com alto nimero
de Reynolds Re = LLIDA %. Sendo que v é a velocidade do fluido, D é o didmetro do tubo, p é a densidade
do fluido, p é a viscosidade dindmica e v é a viscosidade cinematica do fluido. Escoamentos turbulentos
tendem a misturar o fluido nas direc¢oes radial e angular. O perfil de velocidade nos escoamentos turbulentos
é razoavelmente constante na direcao radial, exceto perto da parede.

Dadas as hipéteses simplificadoras do reator tubular, é natural usar um disco fino para o elemento de
volume do reator:

|
Ca) = Oz + Ax)
Q(z) S / \\ Q(z + Az)
T T+ Az

Figura 2: Reator de fluxo de pistdo e elemento de volume (disco fino)

O balanco de massa para o elemento de volume é:

dm . . .
E—ma—me—kmr (6)
Fazendo m, = rAV, sendo r = +kC™
0 (CAV
% = 0Ql, — CQ|yn, +TAV (7)
Dividindo a equagdo por AV e tomando o limite quando AV tende a zero, obtém-se:
oC 0(CQ)
— =— + kC™ 8
ot oV ~— ()
N~~~ ~—— reacgdes
acumulagao advecgao

Se o tubo tem secgdo transversal constante, de drea A., entdo a velocidade, v, estd relacionada com a
vazdo por v = @/A., e o comprimento axial estd relacionado ao volume do tubo por z = V/A.. Portanto, a
equacao pode ser rearranjada:

oC 0 (Cv) m
T +kC (9)

Pode-se escolher representar o movimento do fluido usando as descri¢es euleriana ou lagrangeana do
movimento. Na descricdo euleriana é fixada uma “janela” no espaco e observa-se o fluido passando pela
janela usando um sistema de eixos de referéncia fixo na janela para determinar a posicdo. Ja na descrigao
lagrangeana ¢ utilizado um sistema de eixos de referéncia que se movimenta com as particulas do fluido. Na
descri¢ao lagrangeana do movimento é muito util utilizar a definicdo de derivada material:

DC  oC
DE = Bt +u-VC (10)
sendo V(' o gradiente de concentragdo e u o vetor velocidade.

Se a velocidade do fluido v na dire¢ao x for constante:

aC  a(C) .



Q EAMB7014: Fundamentos de Engenharia Ambiental Prof. Dr. Emilio G. F. Mercuri

Pode-se usar o conceito de derivada material em um sistema referencial lagrangeano para escrever :

DC .
By = £HC (12)

A Equacao é exatamente igual as equagoes ja estudadas no caso de reagoes puras, com a ressalva de
que estamos num referencial lagrangeano. Além disso, se for realizada a leitura na seccdo final do tubo, o
tempo se iguala ao tempo de retencao do reator e obtém-se as seguintes solugoes:

o Reacdo de ordem zero: C = Cy &+ kt

« Reacio de ordem 1: C = Cpe*ht

o Reagoes de ordem superior e ordem néo inteira ... (j& foram discutidas em aula)
\%

Repare no uso do tempo de retencio t = 5 a0 invés do tempo t, pois esta se fazendo uma leitura na
extremidade efluente do reator.
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1.1.3 Reator de Mistura Completa (RMC)

O reator possui um fluxo de entrada e outro de saida, com vazao @Q, conforme ilustrado na Figura 3] Como
premissa assume-se que hé mistura perfeita (homogénea) e instantdnea apés a adigdo de alguma substéncia.

Q

L

Figura 3: Reator de mistura completa

Q,C(¢)

Para ilustrar o efeito de cargas continuas e que podem sofrer reagoes quimicas e/ou bioldgicas serdao

trabalhados exemplos.

Exemplo 2: RMC em regime permanente

Um RMC é usado para tratar um efluente liquido industrial empregando uma reagdo que destréi o poluente

de acordo com a cinética de 1* ordem. Dados:
« Constante da reacdo de 1* ordem: k = 0,216 dia™!
 Volume do reator: V = 500 m?
e Vazio Q, = Q. = Q = 50 m?/dia
o Concentragio afluente: C, = 100 mg/L

Considerando que o RMC esta operando em regime permanente, qual a concentracao efluente C?

;%—m — Me + M
dt_ a e T

0=QC, —QC-VkC

Solugao:
Balanco de massa:

Q

c=0q, =100

(Q+kV)

Exemplo 3: RMC em regime nao permanente

(50 + 0,216(500))

=32mg/L W (15)

Considere o mesmo reator do exemplo anterior, que estava operando em regime permanente. Esse reator,
no tempo t = 0 passa a receber uma corrente afluente com a mesma vazao @), porém com concentragao de
poluente nula C, = 0. Em outras palavras, pense que o reator estd sendo lavado com a mesma vazdo de

operagao.

Quanto tempo leva para a concentracao no tanque alcancar 10% do seu valor inicial? Por valor inicial

entende-se a concentracdo do RMC em regime permanente.

Solugao: Balanco de massa:

UL

dt - a e T

dC

-~ _0— —Vk

th 0—-QC—-VEkC
pre; 0 “ac
dt:‘(v”)C T -

Co

C(t) = Coe (PR

Ct) _ ~(8+k)t

Co

_Oj<

A k) dt (18)
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In (%S?) = (e (FH0)) — - (g + k) t (21)

t=—In (CYC(;)) (wa> =—In (0’10000> <wa€> =73dias W (22)
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Exemplo 4: RMC com reacao de 1* ordem

Um RMC opera com uma reacdo de 1* ordem para destruicio de uma substancia, conforme ilustrado na
Figura[d] A vazdo de entrada ¢ a mesma da safda, @, a concentracio afluente C, é constante, e a condigio
inicial é o reator com concentra¢io Cy. Obter a solugdo geral em fungdo do tempo.

Q,C)

Figura 4: Reator de mistura completa

Solugao: Balanco de massa:
dm

E:ma*meerr (23)
V% =QC, —QC —-VkC (24)
dc Q Q
>~ hid = X0, 9
7 +C’(V+k’) VC’ (25)
Usando as constantes o = (% + k;) e 3= % . para simplificar a notagao:
ac
>~ — 2
7 +aC=p (26)

A solugédo geral da EDO C’ 4 p(t)C = ¢(t) j4 demostrada pelo Método do Fator Integrante é:
C(t) = e S PO ( / e POW Gyt + E)

Identifica-se que p(t) = a e ¢(t) = 3, portanto:

1
Ct)=e ot (/ eJ @tz at + E) = ot <5eat + E> =B} peet (27)
@ @
Para encontrar a constante de integracdo F, vamos usar a condicdo inicial: em ¢ = 0 tem-se Cy:
C():é—i-E — E:CO—é (28)
@ @
Substituindo na solugéo:
C(t) = g + (CO - g) e ot (29)
Voltando para as variaveis do problema:
Qo Qo
=75+ (-7 Sank (30)
(¢+%) (¢+#)
QCa < Qca ) _(Q+k)t
C(t) = + — 4 | 31
D= "\P @) (81)
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Exemplo 5: RMC com reagio de 2? ordem (Riccati)

Um RMC opera com uma reacdo de 2* ordem para destruicio de uma substancia, conforme ilustrado na
Figura[f] A vazdo de entrada ¢ a mesma da safda, @, a concentracio afluente C, é constante, e a condigdo
inicial é o reator com concentra¢io Cy. Obter a solugdo geral em fungdo do tempo.

Q,C()

Figura 5: Reator de mistura completa

Solugao: Balango de massa:

dm
dm _ )
L Me + My (32)
d
vd—f —QC, — QC — VEC? (33)
dc s Q Q
S =k C?— 0+ =C, (34)

A Equagao[34)¢ conhecida como Equagao de Riccati, batizada em homenagem ao italiano Jacopo Francesco
Riccati (1676-1754) nascido em Veneza. Trata-se de uma equagdo diferencial ordindria ndo linear, que nao
pode ser resolvida com a solugao geral obtida pelo Método do Fator Integrante.

O caso mais geral da Equacao de Riccati é:

Yo = f(@)y® + g(x)y + h(x) (35)

sendo y!, = Z—Z.

Essa equagdo pode ser resolvida em alguns casos usando a substituigdo (referéncia na lista de links):

o) = ep [~ [ Fante)s] (30
Essa substituicdo reduz a equagao geral de Riccati a uma equagao linear de segunda ordem:

Fyd, = [fo(@) + f(2)g(2)] u + f2(2)h(z)u =0 (37)

A Equacao [34] é um caso particular da Equacao de Riccati pois seus coeficientes sdo constantes. Reescre-
vendo a Equagao [34] usando o inverso do tempo de retengao A\ = % e C, = A para simplificar a notacgao:
dcC

Y 3o L A
o C%—\C + A (38)

Identifica-se que f = —k, g = —X e h = \A.
Portanto, podemos transformar a equacgao diferencial ndo linear de 1* ordem em uma equacédo diferencial

linear de 2 ordem:
du du

—kos — kA + E*XAu =0 (39)
Dividindo por —k:
du du
— — — kNAu = 4
da? + )\dx Adu =0 (40)
Vamos procurar uma solu¢ao na forma u = e**.
du oz d?u oz
I oe i o’e (41)
.. substituindo:
%™ + Aae™ — kXAe® =0 (42)
a® +a— kXA =0 (43)

A Equagao [43] é conhecida como equagio caracteristica e pode ser resolvida usando a férmula de Baskara:

O AE VN —A(—RAA) A E VA2 +4RAA
o 2 o 2

o (44)

A equacéo caracteristica possui duas raizes reais pois o radicando é positivo.
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As duas raizes sao:

A+ VA2 +4kAA
a1 = B (45)
—A— VA2 +4k)\A
ag = 5 (46)
A solugdo geral é:
u = C1e“7" + Cye™2” (47)
Para voltar a varidvel y usaremos uma consequéncia da substituigdo de varidveis (ver exercicio proposto):
1 du
- 4
Y uk dx (48)
_ 1 ! (Cra1e™™ + Crane™™) (49)
y= i Crem® + Cyetat 101 202
Voltando para C(t): x =t e y(z) = C(t).
1
C= Crare®! + Coane®? 50
k (Creott + Cheozt) ( 1€t + Caage ) (50)
sendo:
2
Q Q
Q :l: (V) + 4Vcak 51
M2 =gy 2 (5D
Dada a substituicao utilizada:
" — ekfydw (52)

como y = C e x = t, na condigdo inicial (¢ = 0) tem-se que
uzekfcodzzekcofdt:eozl (53)
Aplicando a condi¢ao inicial C(t = 0) = 0 na Equagao
1=C1+Cs (54)
Cr=1-Cy (55)
Aplicando a condi¢ao inicial C(t = 0) = Cy na Equacao
1

CO = m (01041 + 02042) (56)
Substituindo a Eq. 55 na Equacao 56
Cok ((1 — CQ) + CQ) = (1 — Cz)al + Coag = a1 — Cra1 + Caavg (57)
C()k = Q1 =+ CQ(O[Q — O[l) (58)
Ook —
S —— (59)

Grafico da Equacao
Para as condices: k= 0.5 m?/(kg s), V = 10 litros, @ = 1 m®/s, C, = 2 mg/L e Cy = 2.1 mg/L.

=

Figura 6: Resultado do Reator de Riccati

10
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Cédigo Python para fazer o grafico do Exemplo 5 - Reator de Riccati:

from sympy import x
from sympy. plotting import plot
%matplotlib inline

C, C1, C2, t = symbols(’C C1 C2 t°’)

#k = 0.1 # m3/(kg s)
k = 0.5 #m3/(kg s)
V = 10 # Litros
Q=1 #m3/s

Ca = 2 # mg/L

CO0 = 2.1 # mg/L

lamb = Q/V
alfal = —lamb/2 4+ sqrt(lamb**2 + 4xlambxCaxk) /2
alfa2 = —lamb/2 — sqrt (lamb*%2 + 4xlamb=*Caxk) /2

u = Clxexp(alfalxt) + C2xexp(alfa2xt)
print (u)

C2 = (Co0xk—alfal)/(alfa2—alfal)
C1 1 — C2

C = 1/(k*( Clxexp(alfalxt) + C2xexp(alfa2xt))) * (Clxalfals*exp(alfalxt) + C2xalfa2x

exp(alfa2xt))
C = simplify (C)
print (C)

# Grafico do Resultado

#p = plot(C,(t, 0, 10), show=False, ylim = (—=0.1,4.5))
p = plot(C,(t, 0, 10), show=False)

p[0].line color = ’blue’

p.show ()

11



Q EAMB7014: Fundamentos de Engenharia Ambiental Prof. Dr. Emilio G. F. Mercuri

Exemplo 6: RMC em série com reagoes

Um processo de tratamento de efluentes é composto de dois reatores completamente misturados em série para
reduzir a concentracdo do poluente C'. O primeiro reator opera com uma reacdo de 1* ordem para destruicao
do poluente com a taxa k; = 0,5 dia~!. O segundo reator recebe o fluxo de saida do primeiro reator e consome
o poluente através de uma reagdo de ordem zero com taxa ko = 1,0 mg/(L.dia).

Q,Cq Q,C1(t)
1% \%
Q,C1() Q,C2(t)
Reator 1 Reator 2
k1 = 0,5 dia—?! ko = 1,0 mg/(L.dia)

O volume dos dois reatores é 200 L e a vazao é 100 L/dia. Considere que a concentragio afluente ao
primeiro reator é constante e igual a C, = 100 mg/L. Além disso, a concentragdo inicial dos dois reatores é
Cp = 100 mg/L. Qual é a concentragéo de saida do Reator 2, Cy, apds 300 dias?

Solugao

Fazendo o balango de massa para o poluente C' no Reator 1, tem-se que:

dm I
o = M~ e £ 1
%V =QC, — QCy — k1CLV
dCy Q Q
aady k=02
o7 +C (V + 1) C v
Fazendo § = % + k1
Cl+BC, = C’a%
Usando a técnica de fator integrante (xe?):
Bt / _ Q Bt
e’ (C1 + BCY) = C’ave

(Cr) = CuZe

Integrando:

/wmﬁm:%@/ﬁ%+A

Bt — Q@ Bt 4 A
(& 01 % 6 e +
Dividindo por et tem-se:
QC, _
Cr=—=—2+ Ae P
1= 3 + Ae

C
Mas, quando t = 0, C; = Cy = C,, e podemos encontrar A = Cy — %?0 Substituindo A e simplificando,

tem-se a seguinte expressao, que é a solugao para regime transiente da concentragdo do primeiro reator:

_Q%

Cl(t) = v B (1 - Eiﬁt) + 006767:

12
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Fazendo o balanco de massa para o poluente C' no Reator 2, tem-se que:

dm
L
s Mg — Me £ M,
Loy — i -0y kv
acy Q_, Q
o Ty yahk

Fazendo a = % e substituindo C; do primeiro Reator, tem-se:

dd—cf +alCy = 042% (1- e_Bt) + Coe Pt — ky

Dada uma equagcao diferencial ordindria (EDO) de primeira ordem linear na forma:

s plty = a(t)

A solugao geral é:
y(t) = Ot { efp(t)dtq(t)dt + B]

Indentificando y(t) = Ca(t), p = a e q(t) = 042% (1 — e P") + Coe™P" — ks, a solugio é:
cb:gﬂﬁﬂ{/&ﬁm[&cb@_e%Q+cmﬂ”—@]ﬁ+B}

Cy=e {/eat [QQC’;O (1 - e_Bt) + Cpe Pt — k2:| dt + B}

C C
Cy =t {/e“taQOdt - /a2ﬁoe(a_’3)tdt+ /Coe(“_ﬂ)tdt — /kge“tdt—&— B}

B
Cy=e {a2(/2;0/eatdt—a2cﬂb/e(a_ﬁ)tdt—i—Co/e(o‘_'B)tdt— kg/eatdt—i—B}
_ Co1l Co 1 _ 1 _ 1
Cy=e at {a2eat_a26(a ﬂ)t+C 76((1 ,B)t_k €at+B}
? B a B (a—p) “la=5) “a
Cy 1l Cy 1 _ 1 _ 1 _
Cy=a*—> = —a*>— e P4 Co——se P —ky— 4 Be
T a "B la-p) “la=5) “a
2
e (1) g

Quando t =0, Cy = Cj:

_ Co 1 a2 Co

Substituindo @ — 8 = —k; e isolando B:

2
B:Co—acoJrkgl+(1—O‘)C0
153 «

13
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Substituindo valores, a = 0,5, 5 = 1,0:
B=100[1-0,5+(1—-0,25)2] +2=100[0,5+ (0,75) 2] + 2 = 202

Portanto:

Cy = 50 — 2 — 200 (0,75) e~ + 202 ~*/2

Co =48 — 150e " +202e%/2 W

Conferindo as condigbes iniciais: para t = 0:
Cy = 48 — 150 + 202 = 100 mg/L
Para t = 2 dias:
Cy = 48 — 150(0,1353352832366127) + 202(0,3678794411714423) = 102.01 mg/L

Para t = 300 dias:
Cy=48mg/L N

14
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Exercicios propostos
1) Deduzir a Equacio [39a partir de:

yh = —ky? =y +A\A (60)

usando a substituicao:
u=e v (61)

Dica: isolar y da equagdo acima. Isso pode ser feiro calculando o logaritmo neperiano dos dois lados da
igualdade:

lnu:k/ydx (62)

Derivando ambos os lados: J d
. (Inw) = e (k/yd:c) (63)

Usando a regra da cadeia e simplificando:
d du

il = 4
7y (Inw) - = ky (64)

1du
-2 65
u dx (65)

1 du

=—— 66
Y uk dx (66)

— (o g
Sfobz) ’L; s

, A0 = €

KStbA,.,

=\&
“)

Figura 7: Solucdo do Exercicio Proposto

15
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2) Fazer um grafico comparando os resultados do Exemplo 4 e do Exemplo 5. Qual a diferenca na evolugao
da concentragao de um RMC com reagao de primeira para segunda ordem?

Solugao:
A linha azul escuro representa a reagdo de 2a ordem e a linha azul claro a reacdo de la ordem.

fit)

Figura 8: Solucdo do Exercicio Proposto
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Links uteis
e Derivada Material: https://en.wikipedia.org/wiki/Material_derivative

e Solucdo da Equacdo de Riccati: http://eqworld.ipmnet.ru/en/solutions/ode/0de0123.pdf
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