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No estudo de reacoes e reatores para aplicacbes em Engenharia Ambiental eventualmente nos deparamos com
Equacoes Diferenciais Ordindrias (EDOs). O Objetivo dessa aula é apresentar técnicas de resolugdo de um
sistema de equagoes acoplado que representa um caso da cinética quimica quando o equilibrio da reacao é
reversivel por algum motivo como alteracao do pH, temperatura, salinidade, entre outros.

No final deste documento ha uma lista de bibliografias para o estudo de reatores e uma lista de livros
para o estudo de equagoes diferenciais ordindrias. Encorajo os(as) discentes a consultar estes documentos, sao
materiais complementares recomendados para a disciplina EAMB7014.

1 Cinética Quimica

A seguir iremos expressar matematicamente como modelar reagées em que pode haver uma taxa para formagao
dos produtos e outra taxa para formacao dos reagentes.

1.1 Sistema de equacgoes diferenciais de 1* ordem acoplado e linear
Considere uma reagao de 2 componentes, X1 e X5, que podem ser elementos quimicos ou moléculas. Até agora

noés estudamos o caso irreversivel da reacao, quando o equilibrio quimico esta deslocado para a direita:

X, — X, (caso irreversivel) (1)

No estudo da cinética quimica, dependendo da variacdo do pH ou da temperatura, o equilibrio da reagao
pode se deslocar para a esquerda ou para a direita. E razoavel considerarmos o caso reversivel da reacao:

k
P e=——1'¢ (caso reversivel) (2)
21

sendo que ko1 e k1o sdo as constantes para as taxas de reagoes de 1* ordem.
Para representar as concentragoes, que podem variar no tempo t, serao usados os seguintes simbolos:

o 21(t): concentracao do componente quimico X; (em unidades consistentes: mol/L, mg/L, ...)
o x2(t): concentracdo do componente quimico X5 (em unidades consistentes: mol/L, mg/L, ...)

A expressdo matematica para o balango de massa da rea¢ao quimica 2] é:

dx
ditl = —ko171 + k1222 (3)
dx
aTtQ = ko171 — k1272 (4)
ou
SU:1 = —ko171 + k1272 (5)

Ty = ko121 — k1272

O primeiro termo no lado direito de[3|representa a perda de X; devido a reagdo X; — Xo, ele é proporcional
a concentracdo de X7, ou seja x1, e a constante de proporcionalidade é a constante da taxa da reagao ko;. O
segundo termo no lado direito de [3] representa o ganho de X; devido a reacdo inversa Xo — X;. O mesmo
raciocinio é valido para os termos da Equagao [4]
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A dificuldade de resolver o sistema de equacoes[5]é o fato dele ser acoplado. Para resolvé-lo iremos utilizar
diagonalizagdo com autovalores e autovetores.
Podemos escrever o sistema acoplado [5| usando notagdo vetorial:

!/
4 ’ T —ka21 k12
X = , x = e A= 6
[ﬂfz} [wz} [ ka1 —kw] ©
Portanto, o sistema de equagoes diferenciais acoplado [5] pode ser reescrito no formato matricial:
x' = Ax (7)

Questao de notacao: A # A, = # x, note a utilizagdo do negrito para denotar vetores ou matrizes.
Antes de concluir a resolugdo vamos relembrar o que é um problema de autovalor e autovetor.

2 Problema de autovalor-autovetor

O problema de autovalor-autovetor pode ser descrito por:

Ax = \x (8)
sendo que A é uma matriz n X n, x é um vetor com n componentes e A é um escalar.
10 --- 0
Multiplicando o lado direito da Equagéao |8 pela matriz identidade I = 0 1 , obtém-se:
0 e 1
nxn
Ax =1)x (9)
Rearranjando:
(A—-XD)x=0 (10)

O problema (A — A\I)x = 0 admite a solugdo trivial x = 0, mas ndo estamos interessados nela, as solugoes
triviais ndo dependem de A.

Tem-se, portanto, o enunciado do problema de autovalor: dada a matriz n x n A, iremos buscar os valores
de X (se existirem) tais que a Equagdo [10| admita uma solugdo néo trivial e vamos encontrar tal solugdo.

Iremos adotar a seguinte terminologia:

e \'s — autovalores
e €’s — autovetores associados aos \’s

Um resultado da Algebra Linear é que o sistema linear de equaces (A — AI)x = 0 tem solugao néo trivial
se, e somente se,

det(A — AI) =0 (11)

e a Equagao [I1] é conhecida como equacdo caracteristica da matriz A.
A equagdo caracteristica tem n raizes no plano complexo, que sdo os autovalores A’s. A partir dos auto-
valores \’s é possivel obter os autovetores e’s.

3 Diagonalizacao
Voltando no sistema de equagoes diferenciais ordinarias acoplado e linear:
x'(t) = Ax(t) (12)

Se a matriz A fosse diagonal o problema estaria resolvido pois teriamos um sistema de equagoes desa-
coplado, ndo é o caso do exemplo de reagbes quimicas proposto. A técnica de diagonalizagdo ird permitir
desacoplar o sistema.

Para realizar a diagonalizagao parte-se de uma mudanga de varidveis:

x = QX (13)
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sendo Q uma matriz de coeficientes constantes. A equacao vetorial-matricial pode ser aberta no sistema
de equacoes:

L1 g1 - Qin 1
=1 : : (14)
Substituindo a Equacao [13| na Equacao
(Qx)" = AQx (15)
Como Q é uma matriz de coeficientes constantes: (Qi)/ = Qx'.
Qx' = AQx (16)

A matriz Q a principio é arbitraria, nao foi definido nenhum requisito para a existéncia dela até o momento.
Portanto, podemos escolher Q como uma matriz inversivel, ou seja, 3Q~'. Multiplicando a Equacio a
esquerda pela inversa de Q:

Q'Qx' =Q'AQx (17)
X =Q 'AQx (18)

Fazendo D = Q 'AQ:
X =Dx (19)

A ideia é encontrar Q tal que Q 'AQ = D e D seja uma matriz diagonal.

Teorema 1: A é diagonalizdvel se e somente se A possuir n autovetores linearmente independentes (L.I.).

A prova dos teoremas apresentados neste material pode ser obtido no livro Greenberg, Michael D. Advanced
engineering mathematics. Prentice-Hall, 1988.

4 Voltando a Cinética Quimica

Vamos simplificar um pouco mais a notagao para facilitar a 4lgebra:

x) = —ko1x1 + k120 — ' = —ax + by

xh = +korx1 — k122 — y = 4ax —by

(20)

Note que © = x1, y = T2, a = ko1 € b = k1o.
Como se tratam de equacoes diferenciais lineares de 1* ordem, buscaremos a solu¢@o no formato exponencial
como uma tentativa:

z(t) = qre™t — ' = qre™
rt / rt (21)
y(t) = qee — Y = qore
Substituindo:
aret = —aq 2t +bg — Qar=-—aq +bgs (22)

@re’ = aq et —bgy 7 — @r= aq —bg

Escrevendo a Equacao [22| no formato matricial:

I -

Reconhecemos que 23| é um problema de autovalor e autovetor: Ax = Ax:

—a b Q| q
{a —b}{%]_\c—/[(h} 24)
\5{_/\‘,_/ A N —
Encontrando os autovalores:
(ca=X) b |_
‘ o« (b= |7V (25)
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(—a=XN)(=b—X)—ab=0
ab +aX + b\ + A2 — ab =0

A4 MNa+b)=0 (26)
AMA+(a+b)]=0
Da Equacao [26] obtém-se:
A =0
Xy = —(a+D) 27)

Para A; = 0, substitui-se novamente o valor de A no sistema linear de equagdes (A — A\I)x = 0:
—a b z1 | |0
A= &

{—a _bb I 8} (29)

a

Observe a matriz aumentadas:

Somando a primeira linha com a segunda linha da matriz aumentada, percebemos que a segunda linha é
uma combinacao linear da primeira linha, e o problema tem infinitas solugoes. O sistema linear|[29|é equivalente

FRInED

Portanto, fazendo x5 = v = aa, podemos obter zi:

—azx1+baa=0 — 1 =ba (31)
Conclui-se que para o autovalor A; =0 tem-se o autovetor e =« { Z } (32)
Para Ay = —(a + b), substitui-se novamente o valor de A no sistema linear de equagoes (A — AI)x = 0:
—a+a+b b 1 | |0
[ a —b—l—a—&-b][xg]_{O} (33)

O sistema linear [33] ¢ equivalente a:

Lm0 2

Multiplicando a primeira linha por —% e somando na segunda linha:

o)) 16 ®

Portanto, fazendo x5 = —f, podemos obter z1:
bxl—bﬁzo — 3?1:6 (36)
Conclui-se que para o autovalor Ay = —(a + b) tem-se o autovetor ey =7 [ jl } (37)
Voltando para a nomenclatura original das taxas:
k12 1
A1=0,e1 =« i A= — (k2 +ka),e2=p (38)
M - 0
Teorema 2: Se A tem n autovetores L.I., escolhendo Q = [eq, ... ,e,], obtém-se D = : L
0 - A\

O Teorema 2 basicamente garante que é possivel realizar a diagonalizagdo de um sistema linear quando os
autovetores sdo linearmente independentes (L.I.).

Como os autovalores \’s s@o distintos, pois k12 > 0 e ko; > 0, 0 Teorema 2 garante que A é diagonalizavel.
Outra forma de perceber que A é diagonalizdvel é o fato de e; e ey serem linearmente independentes (L.I.).
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Utilizando a mudanca de varidveis x = QX, fazendo o = 8 = 1 e montando a matriz Q:

o o k}12 1
Q - [61762} - |: ko —1 ] (39)
A anélise da diagonalizacdo garante que:
¥ -—qlaQz-px=| " U |x (40)
0 A
Portanto, temos um sistema desacoplado (que é o nosso objetivo).
T =M1
) = Ny (41)
A solucao geral do sistema desacoplado é:
DG =0 (42)

Ty = C26>\2t — 026—(k12+k21)t

Voltando para a varidvel inicial x = QXx:

L1 ki 1 o)
|: L2 :| - |: ko1 —1 :| |: 026—(k12+k21)t (43)

Ou, escrevendo o sistema de equagao no formato algébrico:

z1(t) = Crkig + Che~(Fratha)t - (44)
l‘g(t) = Clk'21 — 0267(k12+k21)t

Foi dada énfase na matematica ao invés da quimica e foi assumido que as taxas das constantes sao
conhecidas. As constantes de integragdo C7 e Co podem ser obtidas com as condigées iniciais do problema.
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5 Exercicios propostos
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Figura 1: Solucdo do Exercicio Proposto
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Figura 2: Solucdo do Exercicio Proposto



o EAMB7014: Fundamentos de Engenharia Ambiental

Prof. Dr. Emilio G. F. Mercuri

g N
F/ /)Z:J- 6_»1:[\;)( =0 l@\>
i A s
fa-1 2 ! “ %\ ‘;OW 2_'1 2 i?‘i’m"‘: (o))
i 34 L ,': X | = OfJ),Lz .1_,)59!2_;""?0
| | | z:] ; |
i} z L»'_J‘; Xa/g \OJ (\L 2 i»ji%&_{ Z/U_z
LM o Nl o N {
ELn s S 'L zEal }'%:K*;‘»EQ | Ay = 2 XL*‘Z'ZA.},E =
E P o e rac — 7
o o oldl*]| |o| Z"}ﬂ §’/“~~-B—Z\f
oo ) LT il e
fih-i = o) -4 1t
z [ J | = [‘)‘)/\i
o o 1ML
\ i
b L] e
Y,

Figura 3: Solucdo do Exercicio Proposto
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