TEA013: MATEMATICA APLICADA II - ENGENHARIA AMBIENTAL - UFPR GABARITO P2

(1) (40.0 pontos) Resolva a equacao diferencial e condi¢io inicial usando Transformada de Fourier:
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Solucao da Questao 1:

Aplica-se a transformada de Fourier nas duas equacdes: EDP e condicéo inicial.

A transformada da EDP é: 9k
t
mm&@+¥%#l+mhw:o
Obtem-se uma EDO em ¢, que pode ser reescrita como:
ou(k,t
“ét’ ) ik — (k)

cuja solucao é:
A transformada da condicéo inicial é:
a condicio inicial implica em A(k) = f(k).

Aplicando a transformada inversa:

F aw ) = F " e ke ™| = et fk)e |

Calculando a transformada inversa, usando .% ~![e~* f (k)] = f(x — a) (consequéncia do teorema da convolugio) e

fazendo a = ¢, obtém-se:
uzt) =e'flr—t)=e(z—t) A

Observagao: para calcular a transformada da condicio inicial, pode-se cair na tentagio de calcular:
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u(k,0) = f(k) = o / fx)e ™ dy = gy / re " dy  —  nio converge para valor finito (1)

A integral da equacdo 1 é ndo convergente!



(2) (40.0 pontos) Encontre a Funcio de Green do problema:

Soluciao da Questao 2

Utilizando o Método das Funcoes de Green, trocando a variavel t — 7:
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Realizando uma integral por partes do lado esquerdo
Gy'| - / G'y dr = / G(t,)f(T)dr
=0 =0 =0
Fazendo G(t,00) =0
—G(t,0)y'(0) — / Gy dr = / G(t,)f(r)dr
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Fazendo uma segunda integral por partes do lado esquerdo:
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Fazendo G'(t,00) = 0
—G0) (0) + G (£0)y( /G@m/GtT
Mas, como a funcgéo é a soluc¢do fundamental para o for(;ante impulso: L#G =G"=94(r—1t):
y(0) = G(L0) (0) — G'(10)y /

Usando as condicdes iniciais:
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Para calcular a fun¢do de Green, resolve-se:
d’G

—st.

Aplicando a Transformada de Laplace e usando L [d(T — t)] = ¢
s*G(t,s) — sG(t,0) — G'(t,0) = e~

Isolando G
e st G(t,0) G'(t,0)
+ +
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Aplicando a transformada inversa:

Gler) = £716) = £ [ S| ot [0 4 o0 [E10)]
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G(tr)=L"" {iﬂ +G(t,0)L H +G'(t,0) L7 L%]
Usando as transformadas inversas do formulario:
L7 e =6(r —t) £ H =1 £ LZI] =t" (s> 0, n inteiro positivo)
Paran = 1:
L1 L—q =t
Obtém-se: _St
Gtr)=L"" {682 } + G(t,0) + G'(t,0) ¢

A convolugio de Laplace é [f * ¢](t) = [ f(u)g(T — u) du. Do Teorema de Convolugio :
0

L{f g} = f(s)g(s)

9
frg=L""[f(s)g(s)]

T T

£ (ot = £ [ ] = £ra = [ fudatr —wau= [otu1)r = wydu= (-~ s 0

Voltando na Fungio de Green:
G(t,r)=(r—t)H(T —t) + G(t,0) + G'(t,0) ¢
A funcéo de Green também deve obedecer as condi¢des iniciais do problema, G(t,0) = G'(¢,0) = 0. Portanto:
Gtr)=(rT—-t)H(r—t) N



(3) (20.0 pontos) A equacio diferencial e as condicdes de contorno abaixo sdo um Problema de Sturm-Liouville?
Sim ou ndo? Se nao forem, como podemos transformar em um problema de Sturm-Liouville?
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Soluciao da Questao 3:

A EDO de Sturm-Liouville é:
[p(x)y'] + q(x)y + Aw(z)y = 0
p(@)y" +p'(2)y + q(z)y + Aw(z)y = 0
O coeficiente de 3’ deve ser igual a derivada do coeficiente de y”. No problema acima isso néo é verdade

Portanto, nao é um problema de Sturm-Liouville. H
Para transforméa-lo em um problema de Sturm-Liouville vamos multiplicar por uma func¢io o(z):
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dz? dz
Agora vamos resolver para encontrar o (z):

do
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Ino = —2?

Agora, tem-se um problema de Sturm-Liouville.



RELACOES MATEMATICAS
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EDO de Sturm-Liouville: [p(z)y]' + q(z)y + Aw(z)y =0



