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(1) Dada a equacio diferencial da difusdo unidimensional:

ou 0*u
—=D— 0<z<L
ot " 0a? ==
a) Analise a estabilidade do esquema Leapfrog:
uftt — ! _ Du?ﬂ —2ul 4 ul
2A¢ Az?

b) Além disso, compare a ordem de grandeza dos erros de truncamento nas aproximacdes de diferencas finitas para cada derivada.
Solucio da Questio 1

a) Estabilidade de Von Neumann do Esquema Leapfrog:
e?“ = 6?71 + 2Fo (€?+1 —2€e + e?_l)

Expandindo em série de Fourier o erro €', obtém-se:
6? — 2 :gleatn elklxi
l

Para qualquer modo [ da série de Fourier, ou seja, para qualquer numero de onda, pode-se substituir no esquema de diferencas
finitas e se analisar o fator de amplificacio e**?,

ea(tn+At)eiklxi — ea(tn—At)eileEi 4 2Fo (eatn eiklxiJrl _ Qeatn eiklii 4 eatn eik‘ll‘ifl)
atn eiklxi:
eaAt — efaAt 4 2Fo <eik1A:C -9 4 efiklAm>

alAt

Dividindo pelo fator comum: e

e”“'—&-e*”'

Fazendo uma troca de variaveis: A = e*>" e usando a identidade trigonométrica cos x =

A= % + 4Fo (cos(kyAz) — 1)

Agora usando sen® z = 3(1 — cos(2z)) ou —2sen? (@) = (cos(k;jAz) — 1):

1 A
A= 1 + 4Fo [25en2 <kl2 xﬂ

A2 1A [8Fosen2 (%Ax)] —1=0

—b++b? —4ac

2a

Rearranjando:

Encontrando as raizes utilizando Béaskara:

A=

Nesse caso: a =1, b = |:8FO sen? (kZQAx) e ¢ = —1, portanto:

A=

2
- [SFO sen? kle + \/ 8Fo sen? lex)] +4 kA \/64F02 sen? (k’2AI> +4
= — {4Fo sen? (M:ﬂ +
2 \/ZI

1/2
A = —4Fo sen? <k1§x> + {161302 sen? (kl?x) + 1}




A funcio seno tem valor méaximo 1, portanto, adotando sen? (%) = 1 por simplicidade:

A = —4Fo + [16F0® + 1]
A condicéo de estabilidade é |A| < 1. Portanto, tem-se duas op¢des:
Al = | — 4Fo + [16F0? 4+ 1] /% |
|Aly = | — 4Fo — [16F02 4+ 1]*/*|

As duas opgodes sao ilustradas abaixo:

Fo

01 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

A expressio acima resulta em |A|; < 1 sempre e |A|y > 1 sempre, lembre-se que Fo = DAt/(Axz)? = 0 n#o é possivel. Como
uma das raizes da equacédo quadratica é sempre > 1, pode-se afirmar que o esquema é incondicionalmente instavel.



b) Ordens de grandeza dos erros de truncamento nas aproximacdes de diferencas finitas:
Das séries de Taylor:

ou 9 0u 9

at



(2) Considere agora o esquema de DuFort e Frankel para a mesma equacio anterior. Nesse esquema o termo 2u;' é substituido por:
n _ ,n+l n—1
2u; =u; "+

Ou seja:
n+1 ! n+1 n—1
ui U Du?-‘rl = (" ) Huty
2At Ax?

Analise a estabilidade do esquema de DuFort-Frankel.

Solucio da Questao 2

Estabilidade de Von Neumann do Esquema DuFort-Frankel:
"+1 =€ L4+ 2Fo ( €1 — e”+1 6?71 + e?_l)

Expandindo em série de Fourier o erro €', obtém-se:
n __ 5 aty ikjx;
Ei — le (&
l

Para qualquer modo [ da série de Fourier, ou seja, para qualquer numero de onda, pode-se substituir no esquema de diferencas
finitas e se analisar o fator de amplificacio e**?.

ea(tn-i-At) eiklxi — ea(t’n_At)eiklxi 4 2Fo (eatn eiklxi+1 _ ea(tn"l‘At) eikzxi _ ea(tn—At) eik‘ll‘i 4 eatn eik‘lxifl)

Dividindo pelo fator comum: e etFi®:

eaAt _ e—aAt + 2Fo (eiklAI _ 6aAt o e—aAt + e—ikle)

eaAt — efaAt + 2Fo <6ikZAac + efiklAw) — 9Fo (eaAt + efaAt)

. . . . feos | =iz
Rearranjando e usando a identidade trigonométrica cos z = %

e (1 4 2Fo) = e~ *A!(1 — 2F0) + 4Fo cos(k;Ax)

alAt

Fazendo uma simples troca de variaveis: A = e¢*>* e multiplicando por A:

(1 + 2Fo) A® — 4Fo cos(kjAx)A — (1 — 2Fo) = 0
Encontrando as raizes utilizando Baskara:
1/2
4Fo cos(kjAx) £ {[4130 cos(kyAx))* + 4(1 + 2Fo) (1 — 2Fo)}
2(1 + 2Fo)
4Fo cos(k;Ax) £ {16Fo? cos? (k;Az) + 4(1 — 4F02)}1/2
2(1 4+ 2Fo)
4Fo cos(kjAz) £ {16Fo? cos?(k;Az) + 4 — 16Fo? }
2(1 4+ 2Fo)
4Fo cos(kjAx) £ {16Fo*[cos?(k;Ax) — 1] + 4}
2(1 + 2Fo)
(
)

A:

A=

1/2
A=

1/2

4Fo cos(kjAx) + 2 {4Fo?[cos? (kjAz) — 1] + 1}1/2

2(1 4+ 2Fo

Agora usando — sen? z = cos? x — 1 e simplificando:

2Fo cos(kjAxz) £ {1 — 4Fo? sen?(k;Az) }
(1 + 2Fo)

1/2
A:

Fazendo r = 4Fo? sen?(k;Ax)

2Fo cos(kjAx) & {1 — r}'/? _ 2Focos(kiAzx) £ /1 -7

A= (1 + 2Fo) - (1 + 2Fo)




Caso1:r <1
Como r = 4Fo? sen?(k;Ax) é sempre um valor positivo, » < 1 implica que /1 — r < 1, portanto:
Vi-r<i1
2Fo cos(kjAz) + /1 —r < 2Fo cos(kjAz) + 1
2Fo cos(kjAx) + 1 —r o 2Fo cos(kjAz) + 1

(1 + 2Fo) - (1 + 2Fo)
2Fo cos(kjAz) + /1 —r < 2Fo cos(kjAz) + 1
(1 4 2Fo) - (1 4+ 2Fo)

O cosseno varia entre [—1,1], portanto no lado direito: como o numerador é sempre igual ou menor do que o denominador:
2Fo cos(kjAz) + 1
(1 + 2Fo)

Agora, observando o médulo do fator de amplificacéo (sinal positivo):

<1

Al = ‘QFO cos(kjAz) + 1 -1 < ‘QFO cos(k;Az) + 1‘ <1
(1+ 2Fo) (1+ 2Fo)
Uma analise semelhante é valida para o sinal negativo:
Al = 2Fo cos(kjAr) — /1 -7
(1 + 2Fo)
Temos que o cosseno varia entre [—1,1] e a raiz /1 — r varia entre [0,1]. Portanto, no caso em que cos(kjAz) = —ley/1—7r =1

ao aplicar o modulo, tem-se que o numerador é igual ao denominador. Em todos os outros casos o denominador é maior do que o
numerador, portanto:

Al = 2Fo cos(kjAx) £ /1 —r <1
B (1 + 2Fo) -
O caso 1 é estavel.
Caso2:r > 1
Isso implica em A ser um nimero complexo. Portanto, v/1 — 7 = /(—1)(r — 1) = iy/r — 1. Tem-se duas opgdes: A; e Ay:
2Focos(kjAz) . r—1
A1 = 7
(1 + 2Fo) (1 + 2Fo)
2Focos(kiAz) . r—1
Ay = —1
(1 + 2Fo) (1 + 2Fo)

Analisando o médulo de Ajq:
2 2y 1/2
Ay = 2Fo cos(kjAx) N r—1
e (1 + 2Fo) (1 + 2Fo)

4F0? cos?(kjAx) + (r — 1) 1/2
|A1| = 2
(1 4 2Fo)

Usando 7 = 4Fo? sen?(k;Az):

Ay = 4Fo? cos?(k;Ax) + 4Fo? sen?(kjAz) — 1 1/2
e (1 + 2Fo)?

A {41302 [cos?(kiAz) + sen?(k;Az)] — 1 }1/2 { AFo? —1 "2
1] = = B ———
( 2

(1 + 2Fo)? 1 + 2Fo)

Escrevendo o binémio:

[ (2Fo — 1)(2Fo + 1) /?
’A”_{ (1 + 2Fo)2 }



Simplificando:
(2Fo — 1) /2
il =3 T or
(1 + 2Fo)
Para qualquer Fo o numerador sempre ser4 menor do que o denominador. Portanto |A;| < 1.
A mesma analise é valida para A, pois |[A1| = |A3|.
Portanto, o esquema DuFort-Frankel é incondicionalmente estavel independentemente do valor de Fo.



RELACOES MATEMATICAS

2

senz +cos?z =1

1
sen’ r = 5(1 — cos(2x))

e = cosf + isenf
ezm + 6_133
cosx = 2
et _ it
senx =

21



